
La Soci�et�e math�ematique du Canadaen collaboration avecLe CENTRE d'�EDUCATIONen MATH�EMATIQUES et en INFORMATIQUEPremier d�e� ouvert canadiende math�ematiques (1996)Solutionsc La Soci�et�e math�ematique du Canada 1996Remarque: Toutes les questions de la Partie A ont �et�e not�ees sur un maximun possiblede 5 points.Partie A1. Les racines de l'�equation x2 + 4x� 5 = 0 sont aussi des racines de l'�equation2x3 + 9x2 � 6x� 5 = 0.Quelle est la troisi�eme racine de la deuxi�eme �equation?La troisi�eme racine peut être calcul�ee soit en divisant l'expression quadratique en uneexpression cubiqe ou par la mise en facteur des deux expressions. De nombreux �etudiantsqui ont e�ectu�e cette division n'ont pas d�etermin�e la valeur de la troisi�eme racine, soit�12 .La note moyenne fut de 3,9.2. Les nombres a, b, c sont les chi�res d'un nombre de trois chi�res. Ils v�eri�ent l'�equation49a+ 7b + c = 286. Quel est le nombre de trois chi�res (100a+ 10b+ c)?On peut traiter ce probl�eme en proc�edant par tâtonnement. On peut aussi le r�esoudreen tanant compte du fait que 7 divise. Le r�esidu du côt�e gauche devient alors c, alors quesur le côt�e droit, la division par 7 donne 6 comme r�esidu; d'o�u c = 6. En poursuivantde la même fa�con, a = b = 5, on arrive �a la r�eponse 556.La note moyenne fut de 3,9.



3. Les sommets d'un triangle rectanglesont situ�es sur un cercle de rayon R.Les côt�es du triangle sont tangents �aun autre cercle, de rayon r. Sachantque les côt�es qui forment l'angle droitont des longueurs respectives de 16 etde 30, d�eterminer la valeur de R + r.Comme il s'agit d'un triangle rectangle, l'hypont�enuse est �egale au diam�etre du cercle,soit R = 17. On utilisant l'aire du grand triangle et la somme des trois petits trianglesd'une hauteur r, on d�etermine que r = 6. D'o�u R + r = 23.La note moyenne fut de 2,1.4. D�etermine le plus petit entier positif n qui v�eri�e l'�equation n3 + 2n2 = b, b �etant lecarr�e d'un entier impair.On peut r�esoudre facilement ce probl�eme en remarquant que n3 + 2n2 = n2(n + 2).�Etant donn�e que n2 est un carr�e, n + 2 l'est aussi, et 7 est la plus petite valeur quipermette �a n + 2 d'être un carr�e impair.La note moyenne fut de 2,3.5. Le diagramme est un plan de la villede Treillis. Le p�erim�etre du parc estune rue, mais il n'y a pas de rue quitraverse le parc. Un chemin le pluscourt, du point A au point B, est unchemin par lequel on ne s'�eloigne ja-mais du point B. Combien y a{t{ilde chemins les plus courts de A �a B? A
B
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La solution de ce probl�eme repose surdeux observations. Premi�erement, ily a un nombre identique de fa�consde passer au{dessus ou au{dessousdu parc. Deuxi�emement, si l'on veutpasser au{dessus du parc, il fautpasser par X ou Y , mais on ne peutpasser par ces deux points �a la fois. A
B

w
wX Yw w

Il existe 5 trajets entre A et X, et pour chacun, il n'y a qu'une seule fa�con de se rendre�a B. Il existe 10 trajets entre A et Y et pour chacun il y a 5 fa�cons de se rendre �a B.D'o�u l'existence de 110 trajets au total.



La note moyenne fut de 0,9.6. Dans une ligue de baseball de 14 �equipes, chaque �equipe a recont�e chaque autre �equipe10 fois. �A la �n de la saison, apr�es avoir plac�e les �equipes en ordre selon leur nombrede victoires, on a constat�e que la di��erence dans le nombre de victoires de n'importequelles deux �equipes en positions adjacentes �etait toujours la même. Sachant qu'il n'ya pas eu de partie nulle, d�eterminer le plus grand nombre de parties que la derni�ere�equipe a pu gagner.Chaque �equipe joue 130 parties pour un total de 910 parties. En utilisant une s�equencearithm�etique avec un �ecart de 2 (il ne peut être de 1), on arrive �a une base de progressionde 52, soit le nombre de parties remport�ees par la derni�ere �equipe.La note moyenne fut de 1,7.7. Le triangle ABC est rectangle en A.Le cercle de centre A et de rayon ABcoupe BC et AC aux points respectifsD et E, tel qu'illustr�e. Si BD = 20et DC = 16, d�eterminer AC2. AB CDEOn peut r�esoudre ce probl�eme tr�es facilement en tra�cant une ligne perpendiculaire deA �a BC et en utilisant les caract�eristiques des triangles similaires. La r�eponse et 936.La note moyenne fut de 0,7.8. D�eterminer tous les couples des nombres entiers, (x; y), qui v�eri�ent l'�equation6x2 � 3xy � 13x+ 5y = �11.Pour traiter toute question de ce genre, il fault d�eterminer une variable en fonctionde l'autre. Cette m�ethode nous donne une fraction pour laquelle le d�emoninateur estune expression qui puisse diviser le num�erateur si un nombre entier en r�esulte. Dans lepr�esent cas, la d�etermination de y en fonction de x n�ecessite que x ait une valeur de 2ou 1, et y serait donc �egal �a 9 ou -2.La note moyenne fut de 1,2.9. Si log2n(1944) = logn �486p2�, calculer la valeur de n6.Si vous avez des doutes lorqu'il est question de logarithmes, allez �a la base. Si logba = c,alors bc = a. En appliquant cette constatation �a toutes les expressions donn�ees, on arrive�a la r�eponse 320 � 26.La note moyenne fut de 1,0.



10. D�eterminer la somme des mesures des angles A et B tels que 0� � A; B � 180� etsinA+ sinB = q32 ; cosA+ cosB = q12 .La m�ethode la plus directe consiste �a mettre au carr�e les deux �equations et �a les ad-ditionner. On peut ainsi d�eterminer que cos(A � B) = 0, et que A � B = �90�. Enconsid�erant chaque possibilit�e, on peut d�eterminer que A+B = 120�.La note moyenne fut de 0,6.Partie B1. Trois nombres forment une suite arithm�etique dont la raison est 11. Si on diminue lepremier nombre de 6, si on diminue le duexi�eme nombre de 1 et si on double le troisi�emenombre, on obtient alors trois nombres qui forment une suite g�eom�etrique. D�eterminerles trois nombres qui forment la suite arithm�etique.Les conditions �enum�er�ees nous am�enent �a d�eterminer trois nombres qui doivent for-mer une s�equence g�eom�etrique. �A partir de ces nombres et du fait que le ratio des�el�ements cons�ecutifs est constant, on peut d�eterminer une �equation quadratique qui adeux solutions, d'o�u les s�equences arithm�etiques possibles 14, 25, 36 ou -26, -15, -4.La note moyenne fut de 3,6.2. Un rectangle ABCD a une diagonalede longueur d. On abaisse une per-pendiculaire AE �a la diagonale BD.Les côt�es du rectangle EFCG ont deslongueur de 1 et de n. D�emontrer qued2=3 = n2=3 + 1. A
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Il existe de nombreuses fa�cons de r�esoudre ce probl�eme, dont la g�eom�etrie analytique.Dans tous les cas, il faut utiliser des variables. Si l'on �etablit que BG = x, seule unevariable est n�ecessaire. Si l'on utilise la m�ethode des triangles similaires et la th�eor�emede Pythagore, BE = px2 + 1, AB = x2 + 1, DF = x2 et AD = x+ n, qui nous am�ene�a n = x3. Le r�esultat recherch�e d�ecoule ensuite de BD2 = AD2 + AB2.3. (a) On consid�ere les nombres positifs a1; a2; a3; : : : ; an et la fonction polynôme du seconddegr�e f(x) = nXi=1(x� ai)2:



D�emontrer que f(x) atteint sa valeur maximale en 1n nXi=1 ai, et d�emontrer quenXi=1 ai2 � 1n  nXi=1 ai!2 :(b) La somme de seize nombres positifs est �egale �a 100 et la somme de leurs carr�e est�egale �a 1000. D�emontrer qu'aucun des seize nombres n'est sup�erieur �a 25.La premi�ere partie de la solution exige que l'on mette au carr�e la fonction donn�ee etque l'on remarque que la valeur de cette fonction est toujours �egale ou sup�erieure �a 0.En deuxi�eme lieu, il faut combiner le r�esultat de la partie (a) avec le nombre le plus�elev�e en fonction des quinze nombres restants et proc�eder de fa�con semblable avec lecarr�e des nombres.


